
第十七届国际天文与天体物理奥林匹克竞赛

理论试题
巴西·里约热内卢 2024年 8月 20日

T1. 日晷（10分）
下图表示一个日晷，其中称为日晷针的三角形会在周围的表面上投下阴影，该表面有标记

和数字表示重要的信息．已知这个日晷位于北回归线和北极圈之间，或者南回归线和南极圈之

间．

在上图中，任意给定时间的虚线和实线之间的夹角总是等于日晷显示的时间与民用时间（即

你手表显示的时间）之间的经度差．例如，对应 7 h的虚线和实线形成的角度等于该日晷所在位
置与时区中央经线之间的经度差．

全年的日晷针尖影子总是位于曲线 A和 C之间．
阅读以下陈述并指出它们是正确还是错误．对于每个项目，如果你认为陈述正确，在答题

纸上写 T，如果认为陈述错误，写 F．不需要解释你的答案．

(a) 这个日晷只有位于南半球时才能正常工作．

(b) 曲线 A表示日晷所在半球冬至时表杆顶端影子的轨迹．

(c) 曲线 B表示春分时日晷影子尖端的轨迹．

(d) 实心的径向线提供了当地的平均太阳时．

(e) 日行迹围绕虚线对应 12h显示了全年来时区中央子午线在真太阳正午时日晷影子尖端
的位置．

T2. 星系团（10分）
一项天体物理巡天绘制了天空中一个小区域的所有星系，该区域的角直径Δ𝜃 = 0.01 rad，其

中许多星系似乎集中在图像的中心区域．当测量这个星系团中所有星系的位置和红移时，出现

了一个有趣的分布，如下图所示．
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利用这些观测结果，估计星系团的总质量，并以太阳质量为单位表示答案．假设这个星系

团处于动力学平衡状态，其红移的均方根散度 𝜎𝑧 = √⟨(𝑧 − 0.7)2⟩ = 0.0005．在考虑星系的平均
速度、质量和空间分布时，可以做出合理的近似．

考虑在标准宇宙学模型中，到 ̄𝑧 = 0.7的距离为 𝐷𝐴 = 1500 Mpc．忽略宇宙学效应对距离的
影响．

T3. 小行星（10分）
一个奇特的小行星质量为 𝑚，在一颗质量为𝑀 的恒星距离 𝑑处被发现．观测时小行星的速

度大小为 𝑣 = √
𝐺𝑀

𝑑 ，其中 𝐺是万有引力常数．距离 𝑑 远大于恒星的半径．

对于以下两个小问，用𝑀、𝑑 以及物理或数学常数来表达你的答案．

(a)（8分）如果小行星最初正朝着恒星运动，它需要多长时间才能与恒星碰撞？

(b)（2分）如果小行星最初以完全远离恒星的方向运动，那么它现在需要多长时间才能与
恒星相撞？

T4. 白矮星（10分）
白矮星的结构是由简并电子的压力所支撑，以抵抗引力坍缩，这一现象由量子物理解释，并

与电子的泡利不相容原理相关．由非相对论简并电子组成的气体的状态方程如下：

𝑃 = (
3

8π)
2/3 ℎ2

5𝑚𝑒
𝑛5/3

𝑒

其中，𝑛𝑒 是单位体积内的电子数，可通过无量纲因子 𝜇𝑒（即每个电子对应的核子数，包括质子

和中子）用质量密度 𝜌表示．同时，中心压强也可由该状态方程描述．
在流体静力平衡条件下，恒星中心任何距离 𝑟处的压力和引力相互平衡．这一条件可以表

示为：
d𝑃
d𝑟 = −𝐺𝑀(𝑟)𝜌(𝑟)

𝑟2

其中𝑀(𝑟)是半径为 𝑟的球体内包含的质量，𝑃 (𝑟)是恒星在半径 𝑟处的压力，𝜌(𝑟)是恒星在半径
𝑟处的质量密度．
假设 𝑚𝑝 = 𝑚𝑛．白矮星的密度大致是均匀的，在恒星表面处以下近似成立：

d𝑃
d𝑟 |𝑟=𝑅

≈ −𝑃c
𝑅

其中 𝑃c是恒星中心的压力，𝑅是恒星半径．

(a)（6分）白矮星的质量𝑀 和半径 𝑅之间的关系可以表示为：

𝑅 = 𝑎 ⋅ 𝑀𝑏

找出指数 b并确定系数 a，以物理常数和 𝜇𝑒表示．

(b)（4 分）利用前一部分中找到的关系，估计一个由完全电离的碳（12
6 C）构成、质量为

𝑀 = 1.0𝑀⊙的白矮星的半径．
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T5. CMB（10分）
宇宙微波背景辐射（CMB）是在早期宇宙中发出的辐射．它在合理范围内是均匀且各向同

性的，并且可以用黑体辐射谱很好地描述．目前其辐射谱的峰值温度约为 𝑇today ∼ 3 K，这是由

COBE卫星的 FIRAS仪器测量得到的．

(a)（3分）CMB谱在红外波长 𝜆IR ∼ 0.1 mm处达到峰值时的红移（𝑧）是多少？

(b)（7分）假设一个空间平坦、物质占主导的宇宙，对应于前一部分红移的宇宙年龄是多
少？

T6. 星团摄影（20分）
一位天文学家在无光污染的地方用 V波段拍摄一个暗弱的天体目标．所选目标是球状星团

Palomar 4，其角直径为 𝜃 = 72.0″，在 V波段的均匀表面亮度为 𝑚V = 20.6 mag/arcsec2．观测设

备包括一台口径 𝐷 = 305 mm、焦比 𝑓/5的反射式望远镜，以及一个位于主焦点的 CCD，其量
子效率为 𝜂 = 80%，像素为正方形，尺寸 ℓ = 3.80 μm．
给定数据：

• V波段中心波长：𝜆V = 550 nm

• V波段带宽：Δ𝜆V = 88.0 nm

• V波段 0等天体的光子通量：10000计数/nm/cm2/s

(a)（3分）计算观测设备的视场角（传感器单位长度所投影的天空角度），以弧分/毫米为单
位．

(b)（4分）估计星团图像在 CCD上覆盖的像素数 𝑛p．

(c)（13分）以曝光时间为 𝑡 = 15秒，天文学家获得信噪比 𝑆/𝑁 = 225．计算观测地点的天
空亮度，已知 CCD的读出噪声（标准差）为每像素 5个计数，暗噪声为每像素每分钟
6个计数．请以mag/arcsec2为单位给出答案．你可能需要使用：𝜎2

RON = 𝑛p ⋅ 1 ⋅RON2和

𝜎2
DN = 𝑛p ⋅ DN ⋅ 𝑡．

T7. 流落者（20分）
在经历了一场海难并到达南半球的一个小岛后，一名水手必须利用太阳来估计该岛的纬度．

然而，由于视力不佳，水手无法很好地看到夜空中的星星，因此他最好的选择是依靠太阳．

他不知道具体日期，但他意识到白天比夜晚长．

(a)（7分）水手注意到，在他到达岛上的第一天，日出和日落在地平线上的位置之间的夹
角是 120∘．有了这一信息，确定该岛纬度的可能取值范围．忽略太阳在黄道上的日常运

动．

(b)（13分）日出和日落的位置之间的角度每天都在增加．40天后，这个角度为 163∘．估计

该岛的纬度．你可以忽略地球轨道的偏心率．

T8. 双星硬化（25分）
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考虑一个双黑洞系统，两个黑洞质量相等均为𝑀，相距距离 𝑎，并围绕它们的共同质心（CM）
在圆形轨道上运行．这个双黑洞系统在运动过程中与一个非常大且均匀的恒星场相互作用（每

个恒星的质量 𝑚 ≪ 𝑀），恒星场的数密度为 𝑛．考虑一个恒星以速度 𝑣从无穷远处接近该系统，
在质心参考系中（如图所示），其与质心的最近距离为 𝑟p．对于任务 (a)和 (c)，你应该利用以下

事实：𝑣2 ≪ 𝐺𝑀
𝑎 ．

(a)（5分）推导出 𝑏的表达式，用𝑀、𝑎、𝑣和物理常数表示．在这个任务中，假设恒星与
双星相互作用时，其总质量保持在质心处不变．

在与双星系统进行复杂相互作用后，恒星被弹射出系统．其弹射速度的精确计算较为复杂，

但可以考虑当恒星接近系统时，仅与双星中的一个成员星发生相互作用，从而估算其速度．因

此，在部分 (b)中，仅考虑恒星与双星中一个成员星之间的引力相互作用．

(b)（6分）这颗恒星以相对于天体轨道速度可以忽略不计的初速度接近天体，并且两者直
接相向运动．在与系统相互作用之后，当这颗恒星再次远离黑洞时，我们发现其速度矢

量的方向被反转，最终速度为 𝑢f．用𝑀、𝑎和物理常数来确定 𝑢f．假设在相互作用过程
中动量和机械能守恒，并且相互作用时间尺度远小于双星系统的周期．注意 𝑚 ≪ 𝑀．

对于以下任务，假设所有以碰撞参数 1
2 𝑏0 ⩽ 𝑏 ⩽ 3

2 𝑏0（其中 𝑏0 是一颗在无穷远处速度为 𝑣0

的恒星的碰撞参数）接近系统的恒星都达到距离质心 𝑟p ≈ 1
2 𝑎的最近接近距离．同时，假设所有

恒星以 (b)中找到的速度离开系统．

(c)（14分）在每次相遇时，双星系统的总能量的一部分转移到恒星的动能中．假设双星轨
道保持圆形．已知这一情况，利用你之前任务的结果，并仅考虑在规定的碰撞参数范围

内的恒星相遇，证明双星系统分离距离的倒数以恒定速率增加：

d
d𝑡(

1
𝑎) = 𝐻 𝐺𝜌

𝑣0

在这里，𝜌 = 𝑛𝑚是恒星场的质量密度，𝐺是万有引力常数．求无量纲常数𝐻，它指的
是硬化．

T9. 吸积物理（35分）
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物质向致密天体（如中子星和黑洞）的吸积是天体物理系统中产生辐射能最有效的方式之

一．考虑一个质量为 Δ𝑚的气体元，在一个静止且几何厚度很薄、最大半径为 𝑅max、最小稳定

轨道半径为 𝑅min（其中 𝑅min/𝑅max ≪ 1）的物质盘中旋转，该盘围绕一个质量为𝑀、半径为 𝑅
的致密天体．

(a)（6分）假设盘中一个气体元遵循近似开普勒轨道的圆轨道，求该气体在从半径 𝑅max开

始轨道运动直到达到轨道半径 𝑟 ≪ 𝑅max 时，单位质量的总机械能
Δ𝐸
Δ𝑚 的表达式．这一

过程发生得非常缓慢，通过粘滞耗散将动能转化为气体盘的内能．注意：忽略吸积盘内
粒子之间的引力相互作用，最终答案用 𝐺、𝑀 和 𝑟表示．

(b)（5分）考虑到盘以平均速率 𝑀̇ 获得质量，并假设所有机械能损失最终都转化为辐射，

求盘的总光度表达式．

(c)（8分）现在考虑由半径在 𝑟到 𝑟 + Δ𝑟之间的所有质量元组成的环．在此情况下，求盘
在该半径处的小宽度 Δ𝑟内产生的光度表达式；即，求 Δ𝐸

Δ𝑡Δ𝑟 的表达式．

(d)（10分）假设这个环中释放的引力能以黑体辐射的形式局部地由环的表面发射，求环的
表面温度 𝑇 的表达式．

(e)（3分）假设中心天体是一个质量为 3𝑀⊙ 的恒星级黑洞，其吸积率为 𝑀̇ = 10−9𝑀⊙/年．
同时假设 𝑅min = 3𝑅sch，其中 𝑅sch 是黑洞的史瓦西半径．确定盘的光度及其最内部分

的发射峰值波长．忽略引力红移效应，并假设环的最内部分的发射主导了总发射．

(f)（3分）现在，考虑另一个吸积系统，其吸积率为 𝑀̇ = 1𝑀⊙/年，峰值发射波长为 𝜆 =
6 × 10−8 m，估计这个黑洞的质量．

T10. 食甚（75分）
食甚被定义为在日食过程中月球阴影锥的轴离地球中心最近的时刻．这个问题探讨了这一

现象的几何特性，以 1919年 5月 29日的日食为例，因为这次日食在历史上具有重要意义，是天
文学家首次能够通过观测验证广义相对论的时候．其中一次科学远征是为了观测这次日食，在

巴西的索布拉尔市举行．

以下两个表格显示了食甚时太阳和月亮的笛卡尔坐标和球面坐标．这些坐标的系统是右手

法则的，原点位于地球中心，正 𝑥轴指向格林尼治子午线，正 𝑧轴指向北极．在本题的其余部
分，将称其为系统 I．
球面坐标：

太阳中心 月球中心

径向距离 (𝑟) 1.516 × 1011 m 3.589 × 108 m

极角 (𝜃) 68∘29′44.1″ 68∘47′41.6″

方位角 (𝜑) −1h11m28.2s −1h11m22.9s

笛卡尔坐标：

太阳中心 月球中心

𝑥 1.342 × 1011 m 3.185 × 108 m

𝑦 −4.327 × 1010 m −1.025 × 108 m

𝑧 5.557 × 1010 m 1.298 × 108 m
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对于这个问题，假设地球是一个完美的球体．

注意：点 P的球面坐标定义如下：

•径向距离（𝑟）：原点（O）与 P之间的距离（范围：𝑟 ⩾ 0）．

•极角（𝜃）：正 𝑧轴与线段 OP之间的角度（范围：0∘ ⩽ 𝜃 ⩽ 180∘）．

•方位角（𝜑）：正 𝑥轴与线段 OP在 𝑥𝑦平面上的投影之间的角度（范围：−12h ⩽ 𝜑 < 12h）．

第一部分：地理坐标（25分）

(a)（3分）确定在食甚时，地心观测者所见的太阳和月亮的赤纬．

(b)（3分）确定在食甚时刻，对于地心观测者来说太阳和月亮的赤经．此时格林尼治的恒
星时为 5h32m35.5s．

(c)（4分）找出一个单位向量，表示月球阴影锥的轴的方向．该向量应从月球指向地球中
心附近．

(d)（15分）确定食甚时月球阴影锥轴与地球表面相交的点的纬度和经度．

第二部分：全食持续时间（50分）
精确确定日食的全食持续时间涉及复杂的计算，超出了本问题的范围．然而，可以通过以

下两个假设获得该值的合理近似：

•全食时，在某一地点地表的本影大小在整个全食期间保持大致不变．

•全食期间，在某一地点地面上的本影速度保持大致恒定．

(e)（10分）估计食甚时本影的半径．为简化计算，假设本影足够小，可以近似认为是平面，
并且月球阴影锥在食甚时非常接近地心．

(f)（3分）计算地球在本影中心纬度的自转速度．

(g)（4分）确定食甚时月亮的轨道速度．忽略月亮轨道半长轴的变化．

对于该问题的其余部分，假设月球的切向速度大致等于轨道速度，并忽略其径向分量．

为了计算本影的速度，定义两个新的附加右手法坐标系会很方便．系统 II定义如下：

•原点（OII）：月球在食甚时刻的位置．

•正 𝑥轴：与赤纬圈相切．指向东．
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•正 𝑦轴：与赤经子午线相切．指向北．

系统 III定义为如下：

•原点（OIII）：食甚瞬间本影的中心．

•正 𝑥轴：与纬度圈相切．指向东．
•正 𝑦轴：与经线相切．指向北．

请注意，在这两个系统中，𝑥𝑦平面在原点位置与天球相切．
系统 III与系统 II相似，唯一的区别是原点（OIII）位于食甚时本影的中心．

(h)（14分）使用系统 II，确定食甚时月球的运动矢量．注意，与食位置更接近的天球赤道
与月球轨道的交点的赤经为 23h07m59.2s．

(i)（10分）写出月球在系统 III中的速度矢量．注意，在系统 I中，原点 OII和 OIII的位置

的方位角差可以忽略，因此你只需考虑极角的差．

(j)（6分）计算食甚时刻本影中心在地球表面的移动速度．

(k)（3分）估计在 (d)部分找到的坐标位置处日食的全食持续时间．

T11. 地面轨迹（75分）
卫星轨道投影到地球表面称为其地面轨迹．在某一时刻，可以想象从地球中心向卫星画出

一条径向线．这条径向线与地球球面的交点是地面轨迹上的一个点．

该点的位置由其地心纬度和经度确定．然后，地面轨迹基本上就是该点随着卫星绕地球运

行而描绘出的轨迹．

第一部分：太阳同步轨道（25分）
特别有趣的是分析所谓的太阳同步轨道的地面轨迹．这是一种围绕行星的近极地轨道，卫

星在不同日期以相同的平均地方太阳时间经过行星表面的任意一点．这一特性对于卫星成像尤

其重要，确保了不同日期下相似的光照条件．

下图显示了太阳同步轨道卫星的地面轨迹．其倾角（𝑖）——卫星轨道平面与地球赤道平面
之间的夹角——位于 90∘ < 𝑖 < 180∘范围内．该图描绘了卫星完成的五条完整轨道．

图 1: 卫星五个轨道周期的地面轨迹

对于第一部分中的问题，假设地球绕太阳的轨道是圆形的．
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(a)（3分）确定轨道的节点进动率，单位为 rad/s．

(b)（8分）基于图 1中显示的地面轨迹，确定卫星轨道的倾角（以度为单位）并估算其轨道
周期（以分钟为单位）．考虑卫星的轨道周期短于一个恒星日．

(c)（2分）计算轨道的半长轴 𝑎，单位为公里．

(d)（1分）确定卫星返回地球同一位置时完成的轨道数量．

(e)（11分）如图 1所示，地面轨迹经过巴西城市马塞约 (𝜙, 𝜆) = (9.7∘S; 35.7∘W)以及波兰的
乔尔佐 (𝜙, 𝜆) = (50.3∘N; 19.0∘E)．已知地面轨迹在中午（当地时间）经过马塞约，确定
卫星轨迹经过乔尔佐时的当地时间．提示：对于本任务，您可以忽略节点进动的影响．

第二部分：冻原轨道（50分）
冻原轨道是一种高倾角的地球同步椭圆轨道．远地点位于特定的地理区域上，使得卫星能

够对该区域进行长时间的可见性和覆盖．这种轨道确保卫星在大部分轨道周期内位于北半球或

南半球上空，使其特别适用于高纬度地区的通信和气象观测．

下方的图像表示一颗卫星在极地轨道上的地面轨迹，其近地点幅角等于 270∘．该卫星的轨

道与地球自转方向相同．对于以下项目，您可以忽略地球扁率的影响．

图 2: 苔原轨道卫星一个轨道周期的地面轨迹

(f)（4分）根据上面的图，给出卫星轨道的倾角 𝑖（以度为单位）、轨道周期 𝑇（以分钟为单
位）和半长轴 𝑎（以公里为单位）．

(g)（12分）证明卫星在北半球停留的时间由以下公式给出：

𝑇 ′ = (
1
2 + sin−1 𝑒

π + 𝑒
π ⋅ √1 − 𝑒2

) ⋅ 𝑇 ,

其中 𝑒是轨道的偏心率，𝑇 是其轨道周期．

(h)（10分）数值估计其轨道的偏心率 𝑒．你可以认为偏心率非常小，因此 sin(𝑒) ≈ 𝑒且 𝑒2 ≪ 1．

(i)（18分）从地面轨迹来看，我们可以观察到卫星在其北半球和南半球轨迹中均表现出逆
行运动．找出卫星在南半球轨迹中逆行运动开始和结束时的真近点角（以度为单位）．
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(j)（6分）还可以注意到，一个极地轨道的地面轨迹形状是“8”字形，类似于日晷线，因
此卫星在一次轨道运行中会经过地球上的同一点．计算这种特性停止出现时轨道需要

的最小偏心率．使用与图 2中轨道相同的轨道倾角．
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